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Ασκηση 1η 

 

(Α) Θεωρούμε ότι έχουμε έναν πληθυσμό ο οποίος υπόκειται σε δύο αίτια εξόδου (1) και (2) 

τα οποία είναι ανεξάρτητα. Κάτω από την υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής θανάτων για 

τους συναφείς πίνακες να αποδείξετε ότι για κάθε ακέραια ηλικία x ισχύει: 

𝑞
 

 
𝑥
(1)

= 𝑞
 

 
𝑥
′(1)

∙ (1 −
1

2
∙ 𝑞

 

 
𝑥
′(2)

) 

(4 Μονάδες) 

(Β) Θεωρούμε έναν πληθυσμό από 1500 άτομα τα οποία εισέρχονται στο ηλικιακό διάστημα 
(𝑥, 𝑥 + 1] σε ηλικία x, δηλαδή 𝑟𝑖 = 0, 𝑖 = 1,2, … ,1000 και είναι προγραμματισμένο να 

αποχωρήσουν την χρονικές στιγμές  𝑥 +
𝑘

5
, 𝑘 = 1,2,3,4,5   με ρυθμό 100 ∙ 𝑘 άτομα κάθε 

χρονική στιγμή. Αν ο πληθυσμός υπόκειται σε δύο αίτια εξόδου, τον θάνατο (d) και την 

αποχώρηση (w) τα οποία είναι ανεξάρτητα μεταξύ τους και επιπλέον γνωρίζουμε ότι 

συνολικά πεθαίνουν 404 άτομα και αποχωρούν 184, να βρεθούν με βάση την μέθοδο των 

ροπών και κάτω από την υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής για τους συναφείς πίνακες οι 

πιθανότητες 𝑞
 

 
𝑥
′(𝑑)

και 𝑞
 

 
𝑥
′(𝑤)

. 

(6 Μονάδες) 
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Ασκηση 2η 

Ο χρόνος λειτουργίας μίας οικιακής συσκευής ακολουθεί την ομοιόμορφη κατανομή στο 

διάστημα [0, 𝜔] με 𝜔 > 0. Ένα δείγμα 1000 οικιακών συσκευών του ίδιου τύπου 

παρακολουθείται έως την στιγμή𝑡 = 10 και παρατηρούνται οι παρακάτω ομαδοποιημένοι 

χρόνοι αστοχίας: 

 
Κλάση ΑριθμόςΑστοχιών 

(0,2] 200 

(2,4] 80 

(4,6] 100 

(6,8] 100 

(8,10] 40 

 
(Α) Να εκτιμηθεί με την μέθοδο των ροπών η παράμετρος ω. 

(3 Μονάδες) 

(Β) Να εκτιμηθεί με την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας η παράμετρος ω. 

 (3 Μονάδες) 

(Γ) Με βάση τον έλεγχο 𝑋2ποια από τις δύο παραπάνω μεθόδους είναι καλύτερη; 

(4Μονάδες) 
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Ασκηση 3η 

(Α) 795 άτομα παρακολουθούνται από την ηλικία 𝑥έως την ηλικία 𝑥 + 1. Κατά την διάρκεια 

της παρατήρησης 154 άτομα πεθαίνουν και 45 αποχωρούνστο μέσον του διαστήματος. 

Λαμβάνοντας υπόψη ότι δεν υπάρχουν άλλα αίτια εξόδου και ότι οι θάνατοι και οι 

αποχωρήσεις είναι ανεξάρτητοι μεταξύ τους, να εκτιμήσετε την πιθανότητα 𝑞𝑥
′(𝑑)

 με 

βάση την μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειαςσύμφωνα με: 

 (i) την υπόθεση της ομοιόμορφης κατανομής θανάτων για τους συναφείς πίνακες. 

(3 Μονάδες) 

(ii) την υπόθεση της σταθερής έντασης για κάθε αίτιο εξόδου. 

(3 Μονάδες) 

 

(Β) Από έναν πληθυσμό με μοναδικό αίτιο εξόδου τον θάνατο διαλέγουμε δύο ομάδες Α και 

Β των 1000 ατόμων η καθεμία ηλικίας x. Δίνονται ότι: 

 κ-άτομα από την ομάδα Α παρατηρούνται μέχρι το μέσο του διαστήματος (𝑥, 𝑥 + 1] και 

τα υπόλοιπα μέχρι το τέλος του διαστήματος. 

 λ-άτομα από την ομάδα Β παρατηρούνται μέχρι το μέσο του διαστήματος (𝑥, 𝑥 + 1] και 

τα υπόλοιπα μέχρι το τέλος του διαστήματος. 

 𝜅 − 𝜆 = 120 

 Στην ομάδα Α αναμένονται 76 θάνατοι και 82 στην ομάδα Β. 

 Οι θάνατοι ακολουθούν την ομοιόμορφη κατανομή. 

Να βρεθεί η πιθανότητα θανάτου ενός ατόμου ηλικίας x μέσα στο επόμενο έτος. 

 

(4 Μονάδες) 
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Ασκηση 4η 

Θεωρούμε ότι έχουμε το διάνυσμα των αρχικών εκτιμήσεων 𝑢𝑇 = [0,02 0,04 0,095] που 

αντιστοιχεί στις πιθανότητες θανάτου (μέσα στο επόμενο έτος) των ηλικιών 70, 71, 72. 

(Α) Να βρεθούν οι αναθεωρημένες πιθανότητες θανάτου 𝑣𝑇 = [𝑣70 𝑣71 𝑣72] 
ελαχιστοποιώντας την παρακάτω παράσταση: 

𝛭 = ∑ (𝑣𝑥 − 𝑢𝑥)2

72

𝑥=70

+ (𝛥2𝑣70)2 

(4 Μονάδες) 

(Β) Με βάση τις αναθεωρημένες πιθανότητες θανάτου και κάτω από την υπόθεση Balducci 

για κάθε ηλικιακό διάστημα ενός έτους να υπολογιστεί ο κεντρικός ρυθμός θνησιμότητας 

στο διάστημα (70,73] 
(6 Μονάδες) 
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Ασκηση 5η 

Μία ασφαλιστική εταιρεία έχει διαθέσει ένα ασφαλιστικό προϊόν σε 10.000 ασφαλισμένους. 

Προκειμένου να υπολογίσει την βέλτιστη εκτίμηση (δηλ. το απόθεμα) που πρέπει να 

διακράτηση για τα ενεργά συμβόλαια πρέπει, μεταξύ άλλων υποθέσεων, να εκτιμήσει την 

πιθανότητα αποχώρησης κάθε ασφαλισμένου. Όπως προκύπτει βάση εμπειρίας η 

πιθανότητες αποχώρησης σχετίζονται με το ασφαλιστικό έτος και όχι με την ηλικία του 

ασφαλισμένου. Επιπλέον η επίδραση της θνησιμότητας θεωρείται αμελητέα και πρακτικά 

θεωρούμε ότι δεν υφίσταται ως αίτιο εξόδου. Οι αποχωρήσεις είναι ανεξάρτητες μεταξύ τους 

και τα δεδομένα που διατίθενται για την ανάλυσή μας είναι τα παρακάτω: 
 

Ασφαλιστικό Έτος 
Ενεργά άτομα στην αρχή του 

έτους 
Συνολικές αποχωρήσεις μέσα 

στο έτος 

1ο 10.000 150 
2ο 8.000 736 
3ο 6.000 1200 
4ο 4.000 520 
5ο 2.000 200 

 

Η εκτίμηση του 5ου ασφαλιστικού έτους λαμβάνεται ως η εκτίμηση και για τα υπόλοιπα 

ασφαλιστικά έτη μετά το 5ο έτος. Επίσης διευκρινίζεται ότι τα 10.000 συμβόλαια έχουν 

διατεθεί σε διαφορετικές χρονικές στιγμές και ως εκ τούτου δεν βρίσκονται όλα στο ίδιο 

ασφαλιστικό έτος κατά την ημερομηνία αποτίμησης.   

(Α) Με βάση την μέθοδο των ροπών να εκτιμηθεί η πιθανότητα αποχώρησης σε κάθε 

ασφαλιστικό έτος. 

(3 Μονάδες) 

(Β) Ο αναλογιστής αποφασίζει να αναθεωρήσει τις αρχικές εκτιμήσεις εφαρμόζοντας την 

μέθοδο Least-SquaresCubicSplineστο διάστημα [1,5]με 𝑤𝑖 = 1 για κάθε 𝑖 = 0,1, … ,4. Αν το 

πολυώνυμο που προκύπτει είναι το εξής: 

𝑝(𝑥) = 0,00075 ∙ 𝑥3 + 𝑎 ∙ 𝑥2 + 𝑏 ∙ 𝑥 − 0,1636 

Να προσδιορίσετε τις τιμές των 𝑎 και 𝑏. 

(4 Μονάδες) 
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(Γ) Η εταιρεία διαπιστώνει ότι τα εν λόγω συμβόλαια έχουν «κακό-τιμολογηθεί» και ως εκ 

τούτου δημιουργούν σημαντικές απώλειες για την εταιρεία. Η διοίκηση αποφασίζει να 

«τρέξει» ένα μονοετές πρόγραμμα στο οποίο προσφέρει κάποιες επιπλέον παροχές στους 

ασφαλισμένους ώστε να αποχωρήσουν από το υφιστάμενο προϊόν και να μεταφερθούν σε 

κάποιο καινούριο ασφαλιστικό προϊόν. Μετά την λήξη αυτού του προγράμματος τα δεδομένα 

που διατίθενται για την ανάλυσή μας είναι τα παρακάτω: 

 

 

 

Ασφαλιστικό Έτος 
Ενεργά άτομα στην αρχή του 

έτους 
Συνολικές αποχωρήσεις μέσα 

στο έτος 

1ο 10.000 150 
2ο 9.850 1000 
3ο 7.264 2.000 
4ο 4.800 1000 
5ο 3.480 500 

 

Οι νέες εκτιμήσεις για τις πιθανότητες αποχώρησης θα είναι αυξημένες σε σχέση με τις 

πιθανότητες που εκτιμήθηκαν στο ερώτημα Α; Να αιτιολογήσετε την απάντησή σας. 

(3 Μονάδες) 

 
 

 


