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Άσκηση 1 

(Α) Έχουμε τις αρχικές εκτιμήσεις  1 2 3 4

Tu u u u u  και τις αναθεωρούμε 

χρησιμοποιώντας την μέθοδο Whittaker ελαχιστοποιώντας μία παράσταση της 

μορφής: 
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(μονάδες 6) 

(Β) Μία εξομάλυνση γίνεται με την μέθοδο Kimeldorf-Jones και έστω ότι: 

 Η πολυδιάστατη τ.μ. T  ακολουθεί πολυδιάστατη κανονική κατανομή με μέση 

τιμή το διάνυσμα m  και πίνακα συνδιακυμάνσεων τον A . 

 Η πολυδιάστατη τ.μ. U T  ακολουθεί πολυδιάστατη κανονική κατανομή με 

μέση τιμή το διάνυσμα t  και πίνακα συνδιακυμάνσεων τον B . 

Αν v  το διάνυσμα των αναθεωρημένων μέσων τιμών  και u  το διάνυσμα των 

αρχικών εκτιμήσεων, να αποδείξετε τις σχέσεις: 

(i)    
1

1v u I AB m u


      

(ii)    
1

1v m I BA u m


      

 (μονάδες 4) 
 

 

Άσκηση 2 

Μία σελίδα κριτικής ταινιών δημοσιεύει βαθμολογίες των ταινιών σε μία 

κλίμακα από το 0 έως το 10. Η βαθμολογία κάθε ταινίας καθορίζεται με βάση μία 

αρχική εκτίμηση η οποία ισούται με την μέση τιμή της τ.μ. X  όπου 10X T   με 

 ~ 1,2T Beta  και εν συνεχεία αυτή η αρχική εκτίμηση αναθεωρείται με βάση τις 

βαθμολογίες που δίνουν οι χρήστες τις σελίδας για την εκάστοτε ταινία. Κάθε 

χρήστης δικαιούται να ψηφίσει μόνο μία φορά για μία ταινία και οι βαθμολογίες των 

χρηστών θεωρούνται ανεξάρτητες μεταξύ τους. Επίσης οι επιτρεπόμενες 

βαθμολογίες είναι: 
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0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10 

Αν Z  η τυχαία μεταβλητή που εκφράζει την βαθμολογία που δίνει ένας χρήστης για 

μία ταινία τότε θωρούμε ότι: 

 ~ 10,Z T t Binomial t  

Για μία συγκεκριμένη ταινία γνωρίζουμε ότι: 

 Ψήφισαν συνολικά 100 άτομα. 

 Το άθροισμα των βαθμολογιών που έδωσαν ισούται με 900. 

(Α) Να αποδείξετε ότι η κατανομή της αναθεωρημένη τ.μ. 1 1 100 100,...,T Z z Z z   

ακολουθεί μία κατανομή Beta  με παραμέτρους 901a   και 102b   . 

(μονάδες 5) 

(Β) Να βρείτε την βαθμολογία που δημοσιεύει η σελίδα για αυτήν την ταινία.  

(μονάδες 2) 

(Γ) Να βρείτε τον ελάχιστο αριθμό ατόμων που θα έπρεπε να ψηφίσουν, επιπλέον 

όσων έχουν ψηφίσει ήδη, ώστε η βαθμολογία της ταινίας να ξεπεράσει το 9,5. 

(μονάδες 3) 
 

 

Άσκηση 3 

Για τον καθορισμό των πιθανοτήτων θανάτου και αποχώρησης ενός 

πληθυσμού, πραγματοποιείται μία μελέτη με ημερομηνία έναρξης 31/12/2014 και 

ημερομηνία λήξης 31/12/2018. 

Τα δεδομένα που χρησιμοποιούνται παρουσιάζονται στον παρακάτω πίνακα: 

Μέλος 
Ημερομηνία 

Γέννησης 

Ημερομηνία 

Εισόδου 

Ημερομηνία 

Προγραμματισμένης 

Εξόδου 

Ημερομηνία 

Θανάτου 

Ημερομηνία 

Αποχώρησης 

1 30/6/1965 31/12/2012 31/12/2017 - - 

2 31/3/1964 30/6/2015 30/6/2035 31/12/2015 - 

3 30/9/1964 31/3/2007 31/3/2017 30/6/2015 - 

4 31/3/1967 30/9/2016 30/9/2026 - 30/6/2018 

5 30/6/1963 30/6/2013 30/6/2033 30/9/2015 - 

6 30/9/1965 31/12/2015 31/12/2045 - 30/6/2016 

7 31/12/1966 30/6/2014 30/6/2024 30/9/2016 - 

8 31/12/1967 30/6/2017 30/6/2037 - - 

9 30/6/1966 31/12/2017 31/12/2027 - - 

10 31/12/1965 31/3/2011 31/3/2016 - 30/9/2015 
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 (Α) Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα αποχώρησης ( )

49

' wq  σύμφωνα με την 

μέθοδο των ροπών και κάτω από την υπόθεση της σταθερής έντασης για κάθε αίτιο 

εξόδου σε κάθε ηλικιακό διάστημα ενός έτους.  

(μονάδες 5) 

(Β) Να εκτιμηθεί η ανεξάρτητη πιθανότητα θανάτου ( )

50

' dq  σύμφωνα με την μέθοδο 

της μέγιστης πιθανοφάνειας και κάτω από την υπόθεση της ομοιόμορφης 

κατανομής για τους συναφείς πίνακες σε κάθε ηλικιακό διάστημα ενός έτους.  

(μονάδες 5) 
 

 

Άσκηση 4 

Θέλουμε να εξετάσουμε τη επίδραση που έχει η μόλυνση από έναν ιό στο 

προσδόκιμο ζωή ενός πληθυσμού. Για τον λόγο αυτό λαμβάνουμε δείγματα από 

πληθυσμούς, n  σε πλήθος, πειραματόζωων και αφότου τα μολύνουμε με τον ιό 

μετράμε τον αριθμό θανάτων σε κάθε ηλικιακό διάστημα έως ότου αποβιώσουν όλα. 

Συμβολίζουμε με tD  τον αριθμό των θανάτων στο ηλικιακό διάστημα  , 1t t   το 

οποίο προφανώς είναι μία τυχαία μεταβλητή. 

(Α) Να αποδείξετε ότι   / 0 / 0,t r t rCov D D n q q     όπου t r . 

(μονάδες 3) 

(Β) Αν υποτεθεί ότι η συνάρτηση επιβίωσης είναι εκθετική και έχουμε ότι 100n   

πειραματόζωα εκ των οποίων 0 45d   πεθαίνουν στο διάστημα  0,1 , 1 25d   

πεθαίνουν στο διάστημα  1,2 , 2 15d   πεθαίνουν στο διάστημα  2,3 , 3 10d   

πεθαίνουν στο διάστημα  3,4  και 4 5d   πεθαίνουν στο διάστημα  4,5 , να 

εκτιμήσετε την συνάρτηση επιβίωσης με την μέθοδο μεγίστης πιθανοφάνειας. 

(μονάδες 4) 

(Γ) Με βάση τα δεδομένα του ερωτήματος Β, να εφαρμόσετε τον έλεγχο 2X  για την 

μηδενική υπόθεση ότι η συνάρτηση επιβίωσης που εκτιμήθηκε στο Β ερώτημα είναι 

σωστή και να βρείτε το μέγιστο επίπεδο σημαντικότητας a  για το οποίο δεν μπορεί 

να απορριφθεί η μηδενική υπόθεση. 

Δίνεται: 

a  1% 5% 10% 25% 50% 75% 90% 95% 99% 
2

3;aX  11,34 7,81 6,25 4,11 2,37 1,21 0,58 0,35 0,12 

(μονάδες 3) 
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Άσκηση 5 

Για έναν πληθυσμό θέλουμε να εκτιμήσουμε τις πιθανότητες θανάτου για 

κάθε ακέραια ηλικία x  που ανήκει στο διάστημα  30,50 . Από την ανάλυση των 

στοιχείων που έχουμε στη διάθεσή μας προκύπτει ασφαλή συμπέρασμα για τις 

πιθανότητες θανάτου των ηλικιών 30 , 40 , 50  και ειδικότερα θεωρούμε ότι 30 0,02q  , 

40 0,04q  , 50 0,08q  . Για τον καθορισμό των πιθανοτήτων θανάτου των ενδιαμέσων 

ηλικιών αποφασίζουμε παρεμβάλουμε τις πιθανότητες θανάτου των ηλικιών 30 , 40 , 

50  ακολουθώντας την διαδικασία Natural Cubic Spline.  

 (Α) Να βρεθούν τα πολυώνυμα τρίτου βαθμού που ορίζονται από την διαδικασία 

αυτή. 

(μονάδες 4) 

(Β) Αν ο δείκτης ομαλότητας S  μίας συνάρτησης f  σε ένα διάστημα  ,a b  ορίζεται 

ως  
2

''( )
b

a
S f x dx  , να βρεθεί ο δείκτης ομαλότητας της Natural Cubic Spline που 

βρέθηκε στο ερώτημα A. 

(μονάδες 3) 

(Γ) Η συνάρτηση  
20

10
1

( ) 2 , 30,50
100

x

g x x


   αποτελεί επίσης μία παρεμβολή των 

πιθανοτήτων θανάτου των ηλικιών 30 , 40 , 50 . Χρησιμοποιώντας ως κριτήριο μόνο 

τον δείκτη ομαλότητας όπως αυτός ορίστηκε στο ερώτημα Β, ποια παρεμβολή θα 

θεωρούσατε «καλύτερη» ανάμεσα στην συνάρτηση g  και την Natural Cubic Spline 

του ερωτήματος Α; 

 (μονάδες 3) 

 


