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Όνομα:                                                 Επίθετο: 

Ημερομηνία:        1/7/2022 Πρωί:  Απόγευμα: ✓ 

Θεματική ενότητα: Αρχές Αναλογιστικής Προτυποποίησης, Κατασκευή και 

Αξιολόγηση Αναλογιστικών Προτύπων (Αβ) 
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Θέμα 1ο 
 

α)Ασφαλιστική εταιρεία διατηρεί χαρτοφυλάκιο από συμβόλαια γενικής αστικής ευθύνης. Έστω 

ότι το ύψος της ζημιάς ανά συμβάν κατανέμεται σύμφωνα με την εκθετική κατανομή με μέση τιμή 

1 𝜆⁄ . Τα συμβόλαια στο χαρτοφυλάκιο αυτό έχουν όριο συμβολαίου(𝑝𝑜𝑙𝑖𝑐𝑦𝑙𝑖𝑚𝑖𝑡) ύψους 100. 

Μέσα σε ένα έτος παρατηρούνται τα ακόλουθα: 

• 85 ζημιές με ποσά μικρότερα των 100 και μέσο ύψος ζημιάς 42& 

• 39  ζημιές με ποσά μεγαλύτερα    από το όριο συμβολαίου. 

 

(i) Να εκτιμηθεί η παράμετρος𝜆 χρησιμοποιώντας τη μέθοδο της μέγιστης πιθανοφάνειας. 

 (3 μονάδες) 

(ii) Να δειχθεί ότι η εκτίμηση για τη παράμετρο 𝜆, που προκύπτει εφαρμόζοντας τη μέθοδο 

των ροπών στην κατανομή των αποζημιώσεων που θα πληρωθούναπό την ασφαλιστική 

εταιρεία, είναι ίση με 0,011164. 

 (3 μονάδες) 

β)Δίνονται στον παρακάτω πίνακα οι σωρευτικές πληρωθείσες αποζημιώσεις (cumulative paid 

claims) από ένα χαρτοφυλάκιο συμβολαίων γενικών κλάδων (ποσά σε χιλ. €) : 

Έτος 

Ατυχήματος 

Έτος Εξέλιξης 

0 1 2 3 

2018 96 136 140 168 

2019 100 156 160  

2020 120 130   

2021 136    
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Ισχύουν οι παρακάτω υποθέσεις: 

• Η εξέλιξη των αποζημιώσεων σταματάει στο τέταρτο έτος εξέλιξης. 

• Τα   δεδουλευμένα ασφάλιστρα για κάθε έτος από το 2018 μέχρι και το 2021 είναι 175, 

181, 190 και 196 αντίστοιχα. 

• Ο 𝑎 𝑝𝑟𝑖𝑜𝑟𝑖 αναμενόμενος δείκτης ζημιών (𝐿𝑅) για όλα τα έτη ατυχήματος στηρίζεται 

στον δείκτη ζημιών του έτους 2018. 

Να υπολογιστεί το απόθεμα εκκρεμών ζημιών στο τέλος του 2021 χρησιμοποιώντας: 

(i) Τη βασική μέθοδο 𝐶ℎ𝑎𝑖𝑛𝐿𝑎𝑑𝑑𝑒𝑟. 

(2 μονάδες) 

(ii) Τη μέθοδο 𝐵𝑜𝑟𝑛ℎ𝑢𝑒𝑡𝑡𝑒𝑟 − 𝐹𝑒𝑟𝑔𝑢𝑠𝑜𝑛. 

(2 μονάδες) 
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Θέμα 2ο 

𝑌1, 𝑌2, … , 𝑌𝑛είναι ανεξάρτητες αποζημιώσεις, οι οποίες είναι εκθετικά κατανεμημένες με 𝐸[𝑌𝑖] =

𝜇𝑖.  

(i) Να δειχτεί ότι η κανονική συνδετική συνάρτηση (𝑐𝑎𝑛𝑜𝑛𝑖𝑐𝑎𝑙 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛)είναι η 

αντίστροφη συνάρτηση (𝑖𝑛𝑣𝑒𝑟𝑠𝑒 𝑙𝑖𝑛𝑘 𝑓𝑢𝑛𝑐𝑡𝑖𝑜𝑛). 

(2 μονάδες) 

Έστω ότι το μέσο ύψος της ζημιάς μοντελοποιείται ως εξής: 

𝑙𝑜𝑔 𝜇𝑖 = {

𝛼,                                 𝑖 = 1,2, … 𝑚

𝛽,             𝑖 = 𝑚 + 1, 𝑚 + 2, … , 𝑛
 

 

(ii) Να δειχτεί ότι ο λογάριθμός της συνάρτηση πιθανοφάνειας μπορεί να γραφεί ως: 

𝑙𝑜𝑔𝐿 = − [𝑚𝛼 + (𝑛 − 𝑚)𝛽 + 𝑒−𝛼 ∑ 𝑦𝑖 + 𝑒−𝛽 ∑ 𝑦𝑖

𝑛

𝑖=𝑚+1

𝑚

𝑖=1

] 

(2 μονάδες) 

(iii)Να βρεθεί ο εκτιμητής μέγιστης πιθανοφάνειας για τα 𝛼 και 𝛽. 

(2 μονάδες) 

(iv) Ναδειχτείότιηαπόκλιση (𝑠𝑐𝑎𝑙𝑒𝑑𝑑𝑒𝑣𝑖𝑎𝑛𝑐𝑒)για αυτό το μοντέλο είναι:  

𝑠 = 2 (∑ 𝑙𝑜𝑔

𝑚

𝑖=1

(

1

𝑚
∑ 𝑦𝑖

𝑚
𝑗=1

𝑦𝑖
) + ∑ 𝑙𝑜𝑔

𝑛

𝑖=𝑚+1

(

1

𝑛−𝑚
∑ 𝑦𝑖

𝑛
𝑗=𝑚+1

𝑦𝑖
)) 

(2 μονάδες) 

(v) Από μία βάση δεδομένων με 𝑚 = 20και 𝑛 = 44 προέκυψαν τα εξής: 



 

ΕΝΤΥΠΟ  

ΘΕΜΑΤΩΝ ΕΞΕΤΑΣΕΩΝ  

 

 

F3W2.PR09 

 

 
F3W2.PR09 

5/9 

 

1

20
∑ 𝑦𝑖

20

𝑖=1

= 14,2    &
1

24
∑ 𝑦𝑖

44

𝑖=21

= 18,7 

Να βρεθεί η απόκλιση𝑠 για 𝑦1 = 7. 

(2 μονάδες) 
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Θέμα 3ο 

α) Ο αριθμός των αποζημιώσεων σε ένα χαρτοφυλάκιο ακολουθεί 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠𝑜𝑛κατανομή με μέση 

τιμή 𝜆. Τα ύψη των αποζημιώσεων 𝑋1, 𝑋2 …είναι ανεξάρτητες τυχαίες μεταβλητές και 

κατανέμονται πανομοιότυπα(𝑖𝑖𝑑), με : 

𝑃𝑟(𝑋𝑖 = 𝑘) = 𝑝𝑘για 𝑘 = 1,2, … , 𝑀και ∑ 𝑝𝑘
𝑀
𝑘=1 = 1. 

Το περιθώριο ασφαλείας είναι ίσο με 𝜃. 

(i) Να δειχθεί ότι ο συντελεστής προσαρμογής 𝑅 ικανοποιεί την σχέση:  

1

𝛭
𝑙𝑜𝑔(1 + 𝜃) < 𝑅 <

2𝜃𝑚1

𝑚2
 

Όπου 𝑚𝑖 = 𝐸(𝑋𝑖)για 𝑖 = 1,2. 

[Η ανισότητα 𝑒𝑅𝑥 ≤
𝑥

𝑀
𝑒𝑅𝑀 + 1 −

𝑥

𝑀
για 0 ≤ 𝑥 ≤ 𝑀μπορεί να χρησιμοποιηθεί χωρίς 

απόδειξη.] 

(4 μονάδες) 

(ii) Να προσδιοριστούν τα άνω και κάτω όρια για τον συντελεστή προσαρμογής 𝑅, εάν 𝜃 =

0,3 και το 𝑋𝑖 μπορεί να πάρει με την ίδια πιθανότητα μόνο τις τιμές 2 ή 3. 

(2 μονάδες) 

β) 

(i) Έστω 𝑛ακέραιος αριθμός και οι τυχαίες μεταβλητές 𝑋1, 𝑋2, … , 𝑋𝑛είναι ανεξάρτητες και 

ακολουθούν την εκθετική κατανομή με παράμετρο 𝜆.  

Να δειχτεί ότι η 𝑍 = 𝑋1 + 𝑋2 + ⋯ + 𝑋𝑛 ακολουθεί 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎 κατανομή με παραμέτρους 

𝑛   και 𝜆. 

(2 μονάδες) 
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(ii) Χρησιμοποιώντας το προηγούμενο αποτέλεσμα να δημιουργήσετε έναν τυχαίο αριθμό που 

να προέρχεται από την 𝐺𝑎𝑚𝑚𝑎κατανομή με μέση τιμή 30και διασπορά 300, 

χρησιμοποιώντας τους παρακάτω ψευδό-τυχαίους αριθμούς: 

0,63293 0,43937 0,08513  

(2 μονάδες) 
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Θέμα 4ο 
Α) 

Οι αποζημιώσεις ασφαλιστικού χαρτοφυλακίου το 2006 ακολουθούν εκθετική κατανομή με 

παράμετρο λ . Το 2007 οι αποζημιώσεις αυξάνονται κατά ένα παράγοντα Κ έτσι ώστε οι 

επισυμβάσες ζημιές του 2007 να ισούνται με κ φορές τις επισυμβάσες ζημιές του 2006. 

1) Δείξτε ότι οι αποζημιώσεις του έτους 2007 ακολουθούν εκθετική κατανομή και 

προσδιορίστε τη παράμερο της κατανομής        

        (1,5 μονάδες) 

Για τα έτη 2006 και 2007 η ασφαλιστική εταιρία είχε συνάψει αντασφαλιστική σύμβαση 

υπερβάλλουσας ζημιάς με ιδία κράτηση Μ. Οι αποζημιώσεις που πλήρωσε η ασφαλιστική εταιρία 

περιγράφονται παρακάτω: 

2006: 4 ζημιές ύψους Μ και 10 ζημιές λιγότερες από Μ συνολικού ύψους 13.500 

2007: 6 ζημιές ύψους Μ και 12 ζημιές λιγότερες από Μ συνολικού ύψους 17.000 

2) Δείξτε ότι η εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας της λ είναιίση με  𝜆̂ =
22

13,500+
17,000

𝛫
+4𝛭+

6𝛭

𝜅

                                                                           (1,5 μονάδες) 

3) Το 2008 η ασφαλιστική εταιρία επιθυμεί να συνάψει νέα σύμβαση υπερβάλλουσας ζημιάς με 

την ιδία κράτηση να ορίζεται στο πόσο των 1,600. Για το 2007 σε σχέση με το έτος 2006 ο 

πληθωρισμός εκτιμάται σε 10% (Κ=1,1)  και για το έτος 2008 σε σχέση με το έτος 2007 

αναμένεται πληθωρισμός 5% 

a) Προσδιορίστε την εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας της  λ  

                                                     (0,5 μονάδες) 

b) Η ασφαλιστική εταιρία για το έτος 2008 επιθυμεί να θέσει το όριο της ιδίας 

κράτησης  Μ′ώστε οι αναμενόμενες καθαρές αποζημιώσεις για το έτος 2008 να 

είναι ίσες με του έτους 2006. Υπολογίστε την τιμή της ιδίας 

κράτησηςΜ′χρησιμοποιώντας την εκτιμήτρια μέγιστης πιθανοφάνειας της λ από 

το 3α                                          (1,5 μονάδες) 

 

Β) 

Η τυχαία μεταβλητή Χ ακολουθεί την κατανομή Pareto με παραμέτρους α και λ.  

1) Δείξτε ότι για L,d >0 ισχύει∫ 𝑥𝑓(𝑥)𝑑𝑥 =
𝜆𝛼

𝛼−1 
[

𝑑𝑎+𝜆

(𝜆+𝑑)𝛼 −
𝛼(𝐿+𝑑)+𝜆

(𝜆+𝐿+𝑑)𝑎]   
𝐿+𝑑

𝑑
(1,5 μονάδες) 

Οι αποζημιώσεις χαρτοφυλακίου αστικής ευθύνης αυτοκινήτου ακολουθεί κατανομή Pareto με 

μέση τιμή 16,000 και τυπική απόκλιση 20,000. Η ασφαλιστική εταιρία έχει συνάψει 

αντασφαλιστική σύμβαση υπερβάλλουσας ζημιάς με ιδία κράτηση 40,000 και μέγιστο πληρωτέο 

ποσό από τον αντασφαλιστή ύψους 25,000 

2) Υπολογίστε την μέση αναμενόμενη αποζημίωση που θα πληρώσει ο αντασφαλιστής για τις 

περιπτώσεις στις οποίες συμμετέχει.        

                                                                   (3,5 μονάδες) 
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Θέμα 5ο 
Η κατανομή του πλήθους των αποζημιώσεων που συμβαίνουν κάθε εβδομάδα είναι Ν και 

ακολουθεί κατανομή Poisson με άγνωστο μέσο. Για να εξασφαλιστεί πλήρης αξιοπιστία ώστε με 

πιθανότητα 90% οι αποζημιώσεις που θα συμβούν να μην αποκλίνουν από τις αναμενόμενες 

περισσότερο από 5% λαμβάνεται υπόψιν ο δειγματικός μέσος του Ν.  Σε 20 εβδομάδες 

παρατηρούνται 400 αποζημιώσεις και το ασφάλιστρο P είναι το αποτέλεσμα που βασίζεται σε 

μερική αξιοπιστία. Με 500 παρατηρήσεις σε 30 εβδομάδες το ασφάλιστρο που προκύπτει από 

μερική αξιοπιστία είναι P-1.91 

Να βρεθεί το ασφάλιστρο που βασίζεται σε μερική αξιοπιστία αν υπάρχουν 550 παρατηρήσεις 

σε 35 εβδομάδες. Σε όλες τις περιπτώσεις να υποθέσετε το ίδιο ασφάλιστρο αγοράς Μ.  

                                                                  (5 μονάδες) 

 

Δίνεται Zα/2 = 1.645 

Τρείς κατηγορίες ασφαλισμένων μπορούν να φέρουν 0  ή  1 ή 2 ζημιές με την παρακάτω 

κατανομή : 

Κατηγορία Πλήθος Ζημιών 

0 1 2 

I 90% 0% 10% 

II 80% 10% 10% 

III 70% 20% 10% 

 

Μία τυχαία κατηγορία επιλέγεται και τυχαίο πλήθος ασφαλισμένων της παρακολουθούνται για 

περίοδο δύο ετών : 

Έτος πλήθος 

ασφαλισμένων 

Πλήθος 

Ζημιών 

1 20 7 

2 30 10 

 

Να υπολογιστεί η πρόβλεψη για το πλήθος των ζημιών στο τρίτο έτος για 35 ασφαλισμένους 

από την ίδια κατηγορία με χρήση του προτύπου Bühlmann. 

 

                                                                                                                      (5 Μονάδες) 

 


